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RING STRONGLY  -ENGEL  -REGULER 
 
ABSTRAK 
Ring  -regular merupakan salah satu pengembangan konsep 
pada struktur aljabar. Suatu elemen   disebut strongly  -regular jika 
terdapat suatu bilangan bulat positif   dan elemen     sedemikian 
sehingga               . Jika setiap elemen di   merupakan 
strongly  -regular, maka   disebut strongly  -regular. Suatu elemen 
          disebut strongly  -Engel  -regular jika terdapat suatu 
bilangan bulat positif   dan elemen     sedemikian sehingga  
 [   ] 
    [   ] 
  [   ] 
    . Jika setiap elemen di   
merupakan strongly  -Engel  -regular, maka   disebut strongly  
 -Engel  -regular. 
Kata kunci: reguler,  -reguler kiri,  -reguler kanan, strongly  
 -reguler,  -Engel,  -Engel  -reguler kiri,  -Engel  -reguler kanan, 











































STRONGLY  -ENGEL  -REGULAR RINGS 
 
ABSTRACT 
Stongly  -regular ring is one of concept development in 
algebra structure. An element   is said to be strongly  -regular if 
there exists a positif integer   and element     such that 
               . If every element in   is strongly  -regular, 
then   is said to be strongly  -regular. An element           is 
said to strongly  -Engel  -regular if there exists a positif integer   
and element      such that  [   ] 
    [   ] 
  [   ] 
    . If 
every element in   is strongly  -Engel  -regular, then   is said to be 
strongly  -Engel  -regular. 
Keywords: regular, left  -regular, right  -regular, strongly  
 -regular,  -Engel, left  -Engel  -regular, right  -Engel  -regular, 
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Simbol  Keterangan 
   Sebarang operasi biner 
• Operasi pergandaan biasa 
    Operasi penjumlahan biasa 
−   Operasi pengurangan biasa 
   Akar kuadrat dari −  
   Elemen atau anggota 
∉  Bukan anggota 
⊆  Himpunan bagian 
    Himpunan kosong 
     Hasil kali kartesius dari   ke   
   Himpunan bilangan asli 
ℝ  Himpunan bilangan real 
   Himpunan bilangan bulat 
































































1.1 Latar Belakang 
Struktur aljabar didefinisikan sebagai suatu himpunan tak 
kosong yang dilengkapi satu operasi biner atau lebih. Beberapa 
contoh dari struktur aljabar adalah grup dan ring. Grup merupakan 
struktur aljabar yang dilengkapi dengan satu operasi biner dengan 
memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Sedangkan ring merupakan 
struktur aljabar yang dilengkapi dua operasi biner dengan memenuhi 
aksioma-aksioma tertentu. 
 Dalam perkembangannya, teori ring memiliki berbagai 
perluasan, salah satunya adalah ring strongly  -reguler. Suatu ring 
dikatakan strongly  -reguler jika setiap elemennya merupakan 
strongly  -reguler. Konsep ini diperkenalkan oleh Azumaya pada 
tahun 1954 pada jurnalnya yang berjudul Strongly  -regular Rings. 
Berbagai penelitian mengenai ring strongly  -reguler terus 
dikembangkan. Melalui jurnalnya yang berjudul On Commutativity 
in Strongly  -Engel  -regular Rings pada tahun 2012, Chin dan 
Sahebi mengembangkan teori ring strongly  -reguler pada ring yang 
memenuhi keadaan  -Engel. Selanjutnya, teori ini disebut dengan 
teori ring strongly  -Engel  -reguler. 
Pada tahun 2013, Chin dan Sahebi mengembangkan teori 
strongly  -Engel  -reguler pada Ring Abelian atau ring komutatif. 
Teori ini ditulis dalam jurnalnya yang berjudul A Note on Abelian 
Strongly  -Engel  -regular Rings. Oleh karena itu, pada skripsi ini 
dibahas tentang definisi, proposisi, lemma, teorema serta bukti yang 
berkaitan dengan ring strongly  -Engel  -reguler. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang, berikut rumusan masalah yang 
dibahas pada skripsi ini. 
1. Bagaimana proposisi, lemma dan teorema yang berkaitan 





















Berdasarkan rumusan masalah, berikut adalah tujuan dari 
skripsi ini. 
1. Membahas dan membuktikan proposisi, lemma dan 

























Pada bab ini diberikan beberapa definisi serta contoh yang 
digunakan sebagai materi pendukung dalam pembahasan. 
 
2.1 Operasi Biner 
Pada subbab ini dibahas mengenai definisi operasi biner, sifat 
komutatif, asosiatif, distributif, elemen identitas, dan invers 
berdasarkan Ehrlich (1991), dan Hillman dan Alexanderson (1994). 
 
Definisi 2.1.1 (Operasi Biner)  
Misalkan   merupakan suatu himpunan tak kosong. Operasi biner 
atau operasi tertutup pada himpunan   didefinisikan  
            
                . 
 
Definisi 2.1.2 (Komutatif)  
Suatu operasi biner   pada himpunan tak kosong   dikatakan 
komutatif jika untuk setiap       berlaku 
         
 
Definisi 2.1.3 (Asosiatif)  
Suatu operasi biner   pada himpunan tak kosong   dikatakan 
asosiatif jika untuk setiap         berlaku 
                 
 
Definisi 2.1.4 (Distributif) 
Misalkan   merupakan operasi biner pada himpunan tak kosong  . 
1. Operasi biner   dikatakan distributif kiri terhadap operasi ∘ jika 
untuk setiap         berlaku  
    ∘         ∘        
2. Operasi biner   dikatakan distributif kanan terhadap operasi ∘ jika 
untuk setiap         berlaku  



















Definisi 2.1.5 (Elemen identitas) 
Misalkan   merupakan operasi biner pada himpunan tak kosong  . 
Suatu elemen     disebut elemen identitas atau elemen satuan jika 
untuk setiap     berlaku  
           
 
Definisi 2.1.6 (Invers) 
Misalkan   merupakan operasi biner pada himpunan tak kosong   
yang memiliki elemen satuan  . Suatu elemen     memiliki invers 
jika terdapat     sedemikian sehingga berlaku  
         . 
Dalam hal ini,   merupakan invers dari   yang dinotasikan    .  
 
2.2 Grup 
Grup adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi satu 
operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Pada subbab 
ini dibahas mengenai definisi dan contoh dari grup, semigrup dan 
grup komutatif berdasarkan Hillman dan Alexanderson (1994), dan 
Jacobson (1951). 
 
Definisi 2.2.1 (Grup)  
Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong.       disebut grup 
terhadap suatu operasi biner   jika memenuhi aksioma-aksioma 
berikut. 
1.   tertutup terhadap operasi biner  .  
Untuk setiap        berlaku       . 
2. Asosiatif. 
Untuk setiap         berlaku 
               . 
3. Memiliki elemen identitas.  
Terdapat     sedemikian sehingga untuk setiap     berlaku 
         . 
4. Setiap elemen memiliki invers.  
Untuk setiap    , terdapat     sedemikian sehingga berlaku 



















Contoh 2.2.2  
Diberikan suatu himpunan   {         }. Akan ditunjukkan 
bahwa   merupakan grup terhadap operasi pergandaan ( ). 
Bukti:  
Tabel 2.1 Hasil operasi pergandaan pada   
            
            
             
            
             
 
Dari Tabel 2.1 dapat diperoleh bahwa: 
1.   tertutup terhadap operasi pergandaan. 
Untuk setiap       berlaku      . 
2. Memenuhi sifat asosiatif.  
Ambil         dengan    ,      dan    , sehingga 
diperoleh  
                                    . 
Dengan cara yang sama berlaku untuk setiap        . 
3. Terdapat elemen identitas. 
Terdapat      , sehingga untuk setiap     berlaku  
         . 
4. Setiap elemen memiliki invers, yaitu 
invers dari   adalah    , 
invers dari   adalah    , 
invers dari   adalah    , 
invers dari   adalah    . 
Terbukti bahwa       merupakan grup. 
 
Definisi 2.2.3 (Semigrup)  
Misalkan   adalah suatu himpunan tak kosong.       disebut 
semigrup terhadap suatu operasi biner   jika memenuhi aksioma-
aksioma berikut. 
1.   tertutup terhadap operasi biner  . Untuk setiap        maka 
berlaku       . 
2. Berlaku sifat asosiatif. Untuk setiap          maka berlaku 




















Diberikan   himpunan bilangan asli dengan operasi biner     yang 
didefinisikan 
          . 
Akan ditunjukkan bahwa       merupakan semigrup. 
Jawab 
1. Tertutup. 
Ambil sebarang      . Karena       dan     , 
sehingga 
              
2. Asosiatif. 
Ambil sebarang        , sehingga 
                   
                      
                    
                    
                      
            
         
Terbukti bahwa       merupakan semigrup. 
 
Contoh 2.2.5  
Diberikan suatu himpunan bilangan bulat modulo 6 yaitu 
   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅}. Akan ditunjukkan bahwa        merupakan 
semigrup. 
Bukti:  
Tabel 2.2 Hasil operasi pergandaan pada     
•  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 
1. Berdasarkan Tabel 2.2 dapat ditunjukkan bahwa        



















2. Berlaku sifat asosiatif. Ambil         , dengan    ̅,    ̅ 
dan    ̅. 
          ̅   ̅   ̅   ̅    ̅   ̅          
Dengan cara yang sama, berlaku untuk setiap         .  
Terbukti bahwa        merupakan semigrup. 
 
Definisi 2.2.6 (Grup Komutatif)  
Misalkan   merupakan grup dengan operasi biner  .       disebut 
grup komutatif atau Grup Abelian jika memenuhi sifat komutatif, 
yaitu         untuk setiap      . 
 
Contoh 2.2.7  
Diberikan suatu himpunan bilangan bulat modulo 6  




Tabel 2.3 Hasil operasi penjumlahan pada    
   ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 
1.    tertutup terhadap operasi penjumlahan. 
Ambil  ̅,  ̅    , dengan  ̅       ,  ̅       , dan 
        sehingga diperoleh 
 ̅   ̅                  
                 . 
2. Memenuhi sifat asosiatif.  
Ambil  ̅,  ̅,  ̅    , dengan  ̅       ,  ̅       ,  
 ̅       , dan            sehingga diperoleh 



















                   
                     
  ̅    ̅   ̅  
3. Memiliki elemen identitas.  
Terdapat    ̅          , sehingga untuk setiap  ̅    
       berlaku 
 ̅   ̅              
        
   ̅ 
4. Setiap elemen memiliki invers. 
Berdasarkan Tabel 2.3, berikut adalah invers dari setiap elemen  
di   . 
Invers dari  ̅ adalah  ̅    , karena  ̅   ̅   ̅, 
invers dari  ̅ adalah  ̅    , karena  ̅   ̅   ̅, 
invers dari  ̅ adalah  ̅    , karena  ̅   ̅   ̅, 
invers dari  ̅ adalah  ̅    , karena  ̅   ̅   ̅, 
invers dari  ̅ adalah  ̅    , karena  ̅   ̅   ̅, dan 
invers dari  ̅ adalah  ̅    , karena  ̅   ̅   ̅. 
5. Memenuhi sifat komutatif. 
Ambil  ̅,  ̅    , dengan  ̅        dan  ̅        maka 
 ̅   ̅                  
                 
  ̅   ̅ 




Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua 
operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Pada subbab 
ini dibahas mengenai definisi dan contoh dari ring, ring dengan 





















Definisi 2.3.1 (Ring)  
Suatu himpunan tak kosong   yang dilengkapi dua operasi biner 
misalkan terhadap penjumlahan     dan pergandaan ( ), disebut ring 
jika memenuhi aksioma-aksioma berikut. 
1.       merupakan grup komutatif. 
2.       merupakan semigrup. 
3. Berlaku hukum distributif. 
                untuk setiap        , dan 
                untuk setiap        . 
Selanjutnya, operasi pergandaan biasa     cukup ditulis dengan   . 
 
Contoh 2.3.2  
Diberikan suatu himpunan bilangan bulat modulo 6 yaitu  
   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅}. Akan ditunjukkan bahwa          merupakan 
ring. 
Bukti:  
1. Berdasarkan Contoh 2.2.7 telah dibuktikan bahwa        
merupakan grup komutatif. 
2. Berdasarkan Contoh 2.2.5 telah dibuktikan bahwa        
merupakan semigrup.  
3. Akan dibuktikan bahwa    memenuhi sifat distributif kiri dan 
distributif kanan. Ambil  ̅,  ̅,  ̅    , dengan  ̅       , 
 ̅       ,  ̅       , dan          ,   ,      sehingga 
diperoleh 
 ̅( ̅   ̅)         (               ) 
                        
                                     
                                   
                      
                    
                               



















( ̅   ̅) ̅  (               )        
                       
                                   
                                
           
                              . 
  ̅ ̅   ̅ .̅ 
Terbukti          merupakan ring. 
 
Definisi 2.3.3 (Ring dengan Elemen Satuan)  
Misal   merupakan ring. Jika terdapat     sedemikian sehingga 
berlaku         untuk setiap    , maka   disebut ring 
dengan elemen satuan. 
 
Contoh 2.3.4  
Diberikan       ,*
  
  
+ |      -. Akan ditunjukkan bahwa 
            merupakan ring dengan elemen satuan. 
Bukti: 
1. Akan dibuktikan bahwa       grup komutatif terhadap 




+    [
  
  












    
    
]       .  
(ii) Berlaku Sifat asosiatif. 











    






      
























    
    
] 
         




(iv) Setiap elemen memiliki invers. Invers dari   yaitu  




   
   
+       .  
Terbukti           merupakan grup komutatif. 
 
2. Akan dibuktikan bahwa       semigrup terhadap pergandaan. 
(i) Tertutup. 







   
   
]       . 
(ii) Asosiatif. 











   






    






   












        
























3. Akan dibuktikan       memenuhi sifat distributif. 














    
    
] 
 [
       
       
] 
 [
      
      
] 
 [
   
   
]  *
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] 
 *
   
   
+ [
   















      . 
Terbukti       memenuhi sifat distributif. 
 
4. Terhadap pergandaan,       memiliki elemen satuan atau elemen 

























Definisi 2.3.5 (Ring Abelian)  
Misalkan   merupakan ring. Jika pada   berlaku sifat komutatif, 
yaitu       untuk setiap    , maka   disebut Ring Abelian atau 
ring komutatif.  
 
Contoh 2.3.6  
Diberikan himpunan matriks diagonal       ,*
  
  
+ |      -. 
Akan ditunjukkan bahwa             merupakan ring Abelian. 
Bukti: 
1. Berdasarkan Contoh 2.3.4 telah dibuktikan bahwa             
merupakan ring dengan elemen satuan. 
2. Akan dibuktikan       bersifat komutatif terhadap pergandaan. 
Ambil          , dengan   *
  
  













   
   
] 
 [
   
   
] 
   . 
Terbukti bahwa             merupakan ring Abelian. 
 
Contoh 2.3.7 
Diberikan himpunan matriks       ,*
  
  
+ |         -. 


























1. Akan dibuktikan (     ,+) merupakan grup komutatif. 
Ambil            , dengan   *
  
  
+    *
  
  













      
      
+        
(ii) Asosiatif 











      






          






      
      
+ 
         




sehingga untuk setiap         berlaku      . 
(iv) Setiap elemen memiliki invers.  




    
    
+  
sedemikian sehingga         . 
Terbukti           merupakan grup komutatif. 
 
2. Akan dibuktikan           merupakan semigrup. 
(i) Tertutup. 







          
          





















(ii) Bersifat asosiatif. 











          






                              






          












        
3. Akan dibuktikan pada      berlaku sifat distributif. 














      
      
+ 
 [
                      
                      
] 
  [
          
          
]  [
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  [
          
          
]  [
          

































      . 
4. Tidak berlaku komutatif. 








          
          
] 
 *
          









    




Beberapa elemen pada ring memiliki sifat-sifat tertentu. 
Elemen-elemen tersebut dikelompokkan berdasarkan sifat-sifatnya, 
seperti elemen idempoten, idempoten central, nilpoten, unit, dan 
pembagi nol. Pada subbab ini dibahas mengenai definisi dan contoh 
dari idempoten, idempoten central, nilpoten, unit, dan pembagi nol 
berdasarkan Andari (2014) dan Tucci (2000). 
 
Definisi 2.4.1 (Idempoten)  
Misalkan   merupakan ring. Elemen     disebut idempoten jika 
dan hanya jika berlaku     . 
Selanjutnya, himpunan elemen idempoten pada ring   dapat 
dinotasikan sebagai      . 
 
Contoh 2.4.2  
Akan ditunjukkan elemen-elemen idempoten di   . 
Jawab:  
Pada Contoh 2.3.2 telah dibuktikan bahwa          merupakan ring. 



















1. Untuk    ̅,     ̅   ̅    
2. Untuk    ̅,     ̅   ̅    
3. Untuk    ̅,     ̅   ̅    
4. Untuk    ̅,     ̅   ̅    
5. Untuk    ̅,     ̅   ̅    
6. Untuk    ̅,     ̅   ̅    
Berdasarkan Definisi 2.4.1, elemen-elemen idempoten di    adalah 
       { ̅  ̅  ̅  ̅}. 
 
Definisi 2.4.3 (Idempoten central)  
Misalkan   merupakan ring dan elemen   merupakan idempoten di 
 . Elemen   disebut idempoten central jika untuk setiap      
berlaku      . 
Selanjutnya, himpunan elemen idempoten central pada ring   dapat 
dinotasikan sebagai  (     ). 
 
Contoh 2.4.4  
1. Akan ditentukan bahwa setiap idempoten di    merupakan 
idempoten central. 
2. Akan ditentukan bahwa setiap idempoten di  
      ,*
  
  
+ |         - merupakan idempoten central. 
Jawab: 
1. Berdasarkan Contoh 2.3.5,    merupakan ring komutatif, 
sehingga untuk           dan dan      berlaku      . 
Jadi elemen idempoten central di    adalah           
{ ̅  ̅  ̅  ̅}. 






























+ bukan merupakan idempoten central, 













+ untuk setiap *
  
  




















Definisi 2.4.5 (Nilpoten)  
Misalkan   elemen di  . Elemen   disebut nilpoten jika dan hanya 
jika terdapat suatu   bilangan bulat positif sedemikian sehingga 
    .  
Selanjutnya, himpunan elemen nilpoten pada ring   dapat 
dinotasikan sebagai     . 
 
Contoh 2.4.6  
Akan ditunjukkan elemen-elemen nilpoten di   . 
Jawab:  
Berdasarkan Contoh 2.3.2,          merupakan ring. Untuk      
dan   adalah bilangan bulat positif, maka 
1. untuk    ̅ terdapat       sehingga     ̅, 
2. untuk    ̅, tidak terdapat   sehingga  ̅   ̅, 
3. untuk    ̅, tidak terdapat   sehingga  ̅   ̅, 
4. untuk    ̅, tidak terdapat   sehingga  ̅   ̅, 
5. untuk    ̅, tidak terdapat   sehingga  ̅   ̅, dan 
6. untuk    ̅, tidak terdapan   sehingga  ̅   ̅. 
Berdasarkan Definisi 2.4.3, elemen-elemen nilpoten di    adalah  
      { ̅}. 
 
Definisi 2.4.7 (Unit)  
Misalkan   merupakan ring dengan elemen satuan   dan    . Jika 
terdapat      sehingga          , maka    disebut invers 
dari   dengan notasi    . Suatu elemen     yang memiliki invers 
disebut unit atau elemen uniter. 
 
Contoh 2.4.8  
Diberikan suatu ring         . Akan ditentukan unit atau elemen 
uniter di         .  
Jawab: 
1. Berdasarkan Tabel 2.2, pada    terdapat elemen satuan terhadap 
operasi pergandaan yaitu    ̅. 
2. Akan ditunjukkan unit pada    
Untuk         diperoleh sebagai berikut. 
   ̅ bukan unit, karena tidak terdapat    sehingga      ̅. 
   ̅ unit, karena terdapat     ̅ sehingga      ̅  ̅   ̅. 


















   ̅ bukan unit, karena tidak terdapat    sehingga      ̅. 
   ̅ bukan unit, karena tidak terdapat    sehingga      ̅. 
   ̅ unit, karena terdapat     ̅ sehingga      ̅  ̅   ̅. 
Sehingga unit atau elemen uniter pada    adalah { ̅  ̅}  
 
2.5 Ideal 
Pada subbab ini dibahas mengenai definisi dan contoh dari 
ideal, nil ideal, ring faktor dan ideal prima berdasarkan Andari 
(2014) dan Bresar (2014). 
 
Definisi 2.5.1 (Ideal)  
Misalkan   adalah ring.    dan   . 
 disebut ideal kiri jika dan hanya jika 
1.        maka berlaku      , dan 
2.          maka berlaku     . 
 disebut ideal kanan jika dan hanya jika 
1.        maka berlaku      , dan 
2.          maka berlaku     . 
Jika      dan     ,  disebut ideal dua sisi atau ideal. 
 
Contoh 2.5.2  
Diberikan suatu ring           dan         . Akan dibuktikan 
bahwa 
1.    { ̅} merupakan ideal dari   . 
2.    { ̅  ̅  ̅} merupakan ideal dari   . 
Bukti: 
1. Akan dibuktikan bahwa    { ̅} merupakan ideal dari   . 
Tabel 2.4 Hasil operasi pengurangan pada    
   ̅ 
 ̅  ̅ 
 
(i) Berdasarkan Tabel 2.4 terbukti untuk         maka 
berlaku       . 
Tabel 2.5 Hasil operasi pergandaan    terhadap    
•  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 



















(ii) Berdasarkan Tabel 2.5 terbukti untuk             maka 
       dan      . 
Terbukti    merupakan ideal dari   . 
 
2. Akan dibuktikan bahwa    { ̅  ̅  ̅} merupakan ideal dari   . 
 
Tabel 2.6 Hasil operasi pengurangan pada    
   ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅ 
 
(i) Berdasarkan Tabel 2.6 terbukti untuk         maka 
berlaku       . 
 
Tabel 2.7 Hasil operasi pergandaan    terhadap    
•  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅ 
 
(ii) Berdasarkan Tabel 2.7 terbukti untuk             maka 
       dan      . 
Terbukti     merupakan ideal dari   . 
 
Definisi 2.5.3 (Nil Ideal) 
Misalkan   merupakan ring. Suatu ideal   pada ring   disebut nil 
ideal jika setiap     merupakan elemen nilpoten. 
 
Contoh 2.5.4 
Diberikan suatu ring          .    dan    merupakan ideal dari   , 
dengan    { ̅} dan    { ̅  ̅  ̅}. Akan dibuktikan bahwa: 
1.    merupakan nil ideal dari   . 
2.    bukan merupakan nil ideal dari   . 
Bukti: 
Berdasarkan Contoh 2.4.6, elemen nilpoten di    adalah  



















1.    { ̅}  merupakan nil ideal dari    karena setiap elemen pada 
   merupakan elemen nilpoten. 
2.    { ̅  ̅  ̅} bukan merupakan nil ideal dari    karena terdapat 
elemen pada    yang bukan merupakan elemene nilpoten, yaitu  ̅ 
dan  ̅. 
 
Definisi 2.5.5 (Ring Faktor)  
Misalkan   adalah ring dan   adalah ideal di  .     {   |   } 
yang didefinisikan: 
              =         
                =        
         =     , dengan        
Dengan operasi tersebut, maka     disebut ring faktor. 
 
Contoh 2.5.6  
Diberikan suatu ring          dengan    { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅} dan 
   { ̅  ̅  ̅}. Akan ditentukan ring faktor       . 
Jawab: 
Berdasarkan Contoh 2.5.2,    { ̅  ̅  ̅} merupakan ideal di   . 
 ̅     { ̅  ̅  ̅} 
 ̅     { ̅  ̅  ̅} 
 ̅     { ̅  ̅  ̅} 
 ̅     { ̅  ̅  ̅} 
 ̅     { ̅  ̅  ̅} 
 ̅     { ̅  ̅  ̅}.  
Sehingga       merupakan ring faktor, dengan 
      { ̅      ̅    }. 
 
Definisi 2.5.7 (Ideal Prima) 
Misalkan   adalah ring, himpunan       adalah ideal di  , dan 
       .   disebut ideal prima jika memenuhi: 
Jika       maka     atau    . 
 
Contoh 2.5.8 
Diberikan suatu ring          dan    { ̅  ̅  ̅}. Akan ditunjukkan 





















Misalkan       . Untuk       , diperoleh:  
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    , 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    , 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    , 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    , 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    , 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    . 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    , 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    , dan 
   ̅ dan    ̅, diperoleh     ̅    . 
Jika      dan     , maka      . Sehingga terbukti bahwa    
merupakan ideal prima.  
 
2.6 Strongly  -reguler dan  -Engel 
Berikut adalah definisi dan contoh dari reguler, strongly 
reguler, strongly  -reguler, dan  -Engel berdasarkan Azumaya 
(1954), Chin dan Sahebi (2012), dan Chin dan Sahebi (2013). 
 
Definisi 2.6.1 (Reguler)  
Misalkan   merupakan ring. Suatu elemen     disebut reguler jika 
terdapat     sedemikian sehingga      . 
Jika setiap elemen di   merupakan elemen reguler, maka   disebut 
ring reguler. 
 
Contoh 2.6.2  
Akan ditunjukkan bahwa    merupakan ring reguler. 
Jawab: 
Untuk     , terdapat      sehingga diperoleh sebagai berikut. 
Tabel 2.8 Elemen reguler pada    
        
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 



















Berdasarkan Tabel 2.8, untuk setiap elemen      , terdapat       
sedemikian sehingga      . Setiap elemen       merupakan 
elemen reguler, sehingga    merupakan ring reguler. 
 
Definisi 2.6.3 (Strongly reguler) 
Misalkan   merupakan ring. 
1. Suatu elemen     disebut reguler kiri jika terdapat     
sedemikian sehingga      . 
2. Suatu elemen     disebut reguler kanan jika terdapat     
sedemikian sehingga      . 
Jika     merupakan elemen reguler kiri dan reguler kanan, maka   
merupakan elemen strongly reguler. Jika setiap elemen di   
merupakan elemen strongly reguler, maka   disebut ring strongly 
reguler. Selanjutnya, penulisan    dapat ditulis sebagai   . 
 
Contoh 2.6.4 
Akan ditunjukkan bahwa    merupakan ring strongly reguler. 
Jawab: 
Untuk     , terdapat      sehingga diperoleh sebagai berikut. 
 
Tabel 2.9 Elemen strongly reguler pada    
            
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
 ̅  ̅  ̅   ̅   ̅   ̅  ̅   ̅   ̅   ̅ 
Berdasarkan Tabel 2.9, untuk setiap elemen      , terdapat       
sedemikian sehingga          . Setiap elemen       
merupakan elemen strongly reguler, sehingga    merupakan ring 
strongly reguler. 
 
Definisi 2.6.5 (Strongly  -reguler)  
Misalkan   adalah ring dengan elemen identitas.  
1. Suatu     disebut  -reguler kiri jika terdapat suatu bilangan 



















setiap elemen di   merupakan  -reguler kiri, maka   disebut ring 
 -reguler kiri. 
2. Suatu     disebut  -reguler kanan jika terdapat suatu bilangan 
bulat positif   dan     sedemikian sehingga         . Jika 
setiap elemen di   merupakan  -reguler kanan, maka   disebut 
ring  -reguler kanan. 
Jika     merupakan elemen  -reguler kiri dan  -reguler kanan, 
maka   merupakan elemen strongly  -reguler. Jika setiap elemen di 
  merupakan elemen strongly  -reguler, maka   disebut ring 
strongly  -reguler. 
 
Contoh 2.6.6  
Akan ditunjukkan bahwa    merupakan merupakan ring strongly  
 -reguler. 
Bukti: 
Untuk      terdapat       dan   bilangan bulat positif, sehingga 
diperoleh sebagai berikut. 
   ̅     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ . 
   ̅     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ . 
   ̅     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ . 
   ̅     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ . 
   ̅     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ . 
   ̅     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ . 
Karena untuk setiap     , terdapat bilangan bulat positif terkecil   
dan      sehingga berlaku  
             , maka terbukti 
   merupakan merupakan strongly  -reguler. 
 
Definisi 2.6.7 ( -Engel)  
Misalkan   adalah ring. Jika         adalah barisan dari elemen   
dan   adalah bilangan bulat positif. [         ] dapat didefinisikan 
sebagai berikut 
[     ]             
[        ]  [[     ]   ] 
                             



















Jika      dan            , maka [   ]  digunakan untuk 
menotasikan [         ]. [   ]  memenuhi kondisi  -Engel jika 
[   ]    untuk setiap      . 
Selanjutnya, untuk    , [   ]  [   ]  dapat dinotasikan 
sebagai [   ]. 
 
Contoh 2.6.8 
Diberikan himpunan bilangan bulat modulo enam  
   { ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅}. Akan ditunjukkan bahwa: 
1.    memenuhi kondisi Engel untuk     dan    . 
2.    memenuhi kondisi Engel untuk       
Bukti: 
1. Ambil       . Misalkan    ̅ dan    ̅, sehingga 
Untuk     diperoleh: 
[   ]  [ ̅  ̅]  
 [ ̅  ̅  ̅] 
 *[ ̅  ̅]  ̅+ 
 [ ̅  ̅] 
  ̅  ̅   ̅  ̅ 
  ̅   ̅ 
  ̅ 
Untuk     diperoleh: 
[   ]  [ ̅  ̅]  
 [ ̅  ̅  ̅  ̅] 
 *[ ̅  ̅  ̅]  ̅+ 
 *[ ̅  ̅]
 
  ̅+ 
 [ ̅  ̅] 
  ̅  ̅   ̅  ̅ 
  ̅   ̅ 
  ̅ 
2. Ambil  ̅  ̅     dengan   ̅         ̅        dan 
           . Dengan menggunakan induksi matematika akan 





















Untuk     diperoleh 
[ ̅  ̅]  [           ] 
                               
                      
                       
   (Benar) 
Untuk     diperoleh 
[ ̅  ̅]  [         ]  
    (Diasumsikan benar) 
Untuk       diperoleh 
[ ̅  ̅]    [[         ]   ̅] 
 [   ̅] 
 [      ] 
                   
   






















Pada bab ini diberikan definisi, proposisi, lemma, bukti, serta 
contoh yang menunjukkan sifat-sifat dari ring strongly  -Engel  
 -reguler. 
 
3.1 Ring Strongly  -Engel  -reguler 
Berikut adalah definisi dan contoh dari ring strongly  -Engel 
 -reguler berdasarkan Chin dan Sahebi (2013). 
 
Definisi 3.1.1 (Ring Strongly  -Engel  -reguler) 
Misalkan   merupakan ring dan (   )     . 
1. Suatu elemen (   ) disebut  -Engel  -reguler kanan jika terdapat 
bilangan bulat positif   dan     sedemikian sehingga 
(,   - )
  (,   - )
      Jika setiap elemen pada     
merupakan  -Engel  -reguler kanan, maka   disebut ring  
 -Engel  -reguler kanan. 
2. Suatu elemen (   ) disebut  -Engel  -reguler kiri jika terdapat 
bilangan bulat positif   dan     sedemikian sehingga  
(,   - )
    (,   - )
    Jika setiap elemen pada     
merupakan  -Engel  -reguler kiri, maka   disebut ring  -Engel 
 -reguler kiri. 
Jika   merupakan ring  -Engel  -reguler kanan dan kiri, maka   
disebut ring strongly  -Engel  -reguler. 
Selanjutnya, (,   - )




Akan ditunjukkan  bahwa ring (      ) merupakan suatu ring 
strongly  -Engel  -reguler untuk    . 
Jawab: 
Ambil ( ̅  ̅)       ,  ̅      ,  ̅       dimana 
            sedemikian sehingga 
, ̅  ̅-  ,(     ) (     )-
  




















  ((     )(     )  (     )(     ))
 
  
((     )(     )  (     )(     ))
 
  
((     )(     )  (     )(     ))
  
 
   , ̅  ̅-  , ̅  ̅-   ̅ 
  , ̅  ̅-     ̅  
dengan  ̅  ((     )(     )  (     )(     ))
  
, dan 
, ̅  ̅-  ,(     ) (     )-
  
  ((     )(     )  (     )(     ))
  
  ((     )(     )  (     )(     ))
  
  
((     )(     )  (     )(     ))
 
  
((     )(     )  (     )(     ))
 
 
    ̅ , ̅  ̅-  , ̅  ̅-  
    ̅ , ̅  ̅-    
dengan  ̅  ((     )(     )  (     )(     ))
  
. 
Maka terbukti bahwa ring (      ) merupakan suatu ring 
strongly  -Engel  -reguler untuk    . 
 
Berikut adalah proposisi, lemma, bukti, dan contoh yang 
berkaitan dengan ring strongly  -Engel  -reguler. 
 
Proposisi 3.1.3 
Diberikan   suatu Ring Abelian. Jika   merupakan ring strongly  
 -Engel  -reguler dan  ( ) merupakan nil ideal dari  , maka  
,   -   ( ) merupakan ring strongly reguler untuk setiap 























  merupakan ring strongly  -Engel  -reguler, maka        
terdapat bilangan bulat positif   dan     sedemikian sehingga 
,   - 
  ,   - 
     dan ,   - 
   ,   - 
   . 
Misalkan   ,   -    merupakan elemen idempoten di  , 
sehingga 
     ,   - 
    . 
Akan dibuktikan bahwa (   ) merupakan elemen idempoten. 
(   )          
        
       ( ). 
Akan ditunjukkan bahwa (   ),   -  merupakan elemen nilpoten. 
((   ),   - )
 
 (   )  ,   - 
  
 (   ),   - 
  
 ,   - 
    ,   - 
  
 ,   - 
  ,   -    ,   - 
  
 ,   - 
  ,   -  ,   - 
    
 ,   - 
  ,   - 
      
   
Misalkan  ( ) merupakan nil ideal dari ring  . Akan dibuktikan 
bahwa ,   -   ( ) merupakan strongly reguler. 
,   -   ( )    ,   -   ( ) 
 ,   - 
     ,   -   ( ) 
 ,   - 
        ( ) 
 ,   - 
  ,   - 
        ( ) 
 (,   -   ( ))
  .,   - 
        ( )/. 




















Diberikan ring strongly  -Engel  -reguler    dan    * ̅+ 
merupakan nil ideal dari   . Akan ditunjukkan bahwa , ̅  ̅-     
merupakan strongly reguler untuk setiap  ̅  ̅    . 
Jawab: 
Berdasarkan Contoh 2.6.7, ring    memenuhi kondisi  -Engel, 
sehingga , ̅  ̅-  * ̅+ untuk   ̅  ̅     dan    . 
Akan ditunjukkan bahwa setiap elemen pada , ̅  ̅-     merupakan 
elemen strongly reguler. 
, ̅  ̅-     * ̅+ 
Untuk  ̅   ̅  , ̅  ̅-    , terdapat  ̅   ̅  , ̅  ̅-     
sedemikian sehingga  
( ̅)   ̅  ( ̅)   ̅ 
      ̅  ̅ 
    ̅ 
    ̅, dan 
 ̅ ( ̅)  ( ̅)   ̅ 
    ̅ 
    ̅. 
Terbukti , ̅  ̅-     merupakan ring strongly reguler, sehingga 
merupakan ring reguler. 
 
Lemma 3.1.5 
Misalkan    suatu ring dan   merupakan nil ideal dari  , maka 
idempoten dari   ⁄  merupakan idempoten dari  . 
Bukti: 
Misalkan       . Akan ditentukan elemen     sedemikian 
sehingga terdapat suatu elemen      (    ) yang merupakan 
elemen idempoten di  . 
     (   (    ))
 
 (   (    )) 
    (        )   (        )  (    ) 



















Misalkan          sehingga diperoleh 
  (    )(    )     . 
Diperoleh   
 
 
.  (    ) 
 
 /, sehingga   juga merupakan 
idempoten di  .   
 
Contoh 3.1.6 
Diberikan suatu ring    dan    * ̅+ merupakan nil ideal dari   . 
Akan ditunjukkan bahwa idempoten dari       merupakan 
idempoten dari   . 
Jawab: 
Berikut adalah elemen-elemen pada ring faktor      . 
       { ̅      ̅      ̅      ̅      ̅      ̅    }. 
Elemen-elemen idempoten pada ring faktor       yaitu 
  (     )   * ̅      ̅      ̅      ̅    +. 
Berdasarkan Contoh 2.4.1, elemen idempoten dari    * ̅  ̅  ̅  ̅+. 
Terbukti bahwa idempoten dari       merupakan idempoten dari   . 
 
Proposisi 3.1.7 
Misalkan   suatu ring Abelian. Jika  ( ) merupakan suatu nil ideal 
dari   dan ,   -   ( ) merupakan reguler untuk setiap      , 
maka   merupakan strongly  -Engel  -reguler.  
Bukti: 
Misalkan      . Karena ,   -   ( ) merupakan reguler, maka 
terdapat     sedemikian sehingga 
,   -   ( )  ,   -    ,   -   ( ) 
Akan ditunjukkan bahwa   ,   -  adalah elemen idempoten di  . 
  ,   -   ( )    ,   -    ,   -   ( ) 
    ,   - 
   ( ). 
 (  ,   - )
   ( ). 
Berdasarkan Lemma 3.1.5, elemen   ,   -    ( ), karena 
  ,   -   ( ) merupakan elemen idempoten pada    ( ). 



















   ( )    ,   -   ( ) 
    ,   -    
Karena     ,   -   ( ), maka terdapat suatu bilangan bulat 
positif  sedemikian sehingga 
(    ,   - )
   . 
Akan ditunjukkan bahwa ,   -  ,   -    merupakan elemen 
nilpoten 
,   -   ( )  ,   -    ,   -   ( ) 
,   -   ( )  ,   -     ( ) 
,   -  ,   -       ( ). 
Terdapat bilangan bulat positif    sedemikian sehingga 
     (,   -  ,   -   )
  
 (,   -  (   ))
 
 
 ,   - 
  (   )  
 ,   - 
 (   ) 
 ,   - 
  ,   - 
    
Akan ditunjukkan bahwa   merupakan ring strongly  -Engel  
 -reguler 
,   - 
  ,   - 
      ,   - 
  
   ,   -  ,   - 
  
   ,   - 
    
Terbukti bahwa   merupakan ring strongly  -Engel  -reguler. 
 
Contoh 3.1.8 
Diberikan Ring Abelian    yang bukan merupakan strongly  -Engel 
 -reguler dan   * ̅  ̅+ merupakan nil ideal dari   . Akan 























Misalkan  ̅  ̅  ,   -   .  
Untuk  ̅   ̅, terdapat  ̅   ̅ sedemikian sehingga  
 ̅ ̅ ̅   ̅  ̅  ̅   ̅   ̅. 
Untuk  ̅   ̅, tidak terdapat  ̅ sedemikian sehingga  ̅ ̅ ̅   ̅. Hal ini 
menunjukkan bahwa elemen  ̅   ̅ bukan merupakan elemen 
reguler. 
Karena terdapat elemen yang bukan merupakan elemen reguler, 
maka ,   -    bukan merupakan ring reguler. 
 
Proposisi 3.1.9 
Misalkan   merupakan Ring Abelian. Jika   merupakan ring 
strongly  -Engel  -reguler dan   merupakan ideal prima dari  , 
maka untuk setiap      , ,   -    merupakan nilpoten atau 
unit pada    . 
Bukti: 
Misalkan     ( ),   merupakan unit, dan ,   -     , sehingga 
     ,   - 
        
   ,   - 
       
Karena (   )   * +    dan   merupakan ideal prima, maka 
    atau (   )   . 
 
Untuk    : 
,   - 
           
 (   )(    ) 
 (    )  
sehingga ,   -        merupakan unit di    . 
 
Untuk (   )   : 
,   - 
           
 (   (   )  )    
 (    )  ((   )   )(    ) 
 (    )  (    ) 
     
,   -        merupakan nilpoten 




















Diberikan ring Abelian    dan ideal prima    * ̅  ̅  ̅+. Akan 
ditunjukkan bahwa untuk setiap       , ,   -     merupakan 
nilpoten atau unit di      . 
Jawab: 
,   -     * ̅    +. 
      * ̅      ̅    +. 
Elemen identitas pada       adalah  ̅    . 
Elemen unit pada pada       adalah  ̅    . 
Elemen nilpoten pada pada       adalah  ̅    . 
Terbukti bahwa untuk setiap       , ,   -     merupakan 
nilpoten atau unit di      . 
 
Proposisi 3.1.11 
Misalkan   suatu ring strongly  -Engel  -reguler. Jika   merupakan 
ideal dari  , maka   merupakan ring strongly  -Engel  
 -reguler. 
Bukti: 
Misalkan      . Karena   merupakan ring strongly  -Engel  
 -reguler, maka terdapat     dan bilangan bulat positif   
sedemikian sehingga 
,   - 
  ,   - 
     , dan 
,   - 
        ,   - 
   . 
Untuk    . Misalkan   ,   -   
   , dan ,   -      ,   -  
sedemikian sehingga 
,   - 
  ,   -  ,   - 
      ,   - 
 , dan 
,   - 
      ,   - 
    ,   - 
  ,   -   
  
   ,   - 
      ,   -  
  (,   - 
   )   ,   -  
  ,   -    ,   -  
  ,   - 
    



















Untuk    . Misalkan   ,   - 
        , dan  
,   -      ,   -  sedemikian sehingga 
,   - 
  (,   - )
  
 (,   - 
   )
 
 
 ,   - 
      
 ,   - 
    ,   - 
       
 ,   - 
      
Terbukti bahwa   merupakan ring strongly  -Engel  -reguler. 
 
Contoh 3.1.12 
Diberikan    suatu ring strongly  -Engel  -reguler dan    * ̅  ̅  ̅+ 
merupakan ideal dari   . Akan ditunjukkan bahwa    merupakan 
ring strongly  -Engel  -reguler. 
Jawab: 
Pada    berlaku sifat komutatif terhadap pergandaan, sehingga    
memenuhi kondisi  -Engel untuk setiap        dan   bilangan 
bulat positif. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa    merupakan 
ring strongly  -Engel  -reguler.  
Untuk     , terdapat      dan bilangan bulat positif  , sehingga 
diperoleh sebagai berikut. 
   ̅,     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅  
   ̅,     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅  
   ̅,     dan    ̅ sehingga  ̅   ̅   ̅   ̅   ̅ . 
Karena untuk setiap     , terdapat      dan bilangan bulat positif 
  sedemikian sehingga               , sehingga terbukti 
bahwa    merupakan ring strongly  -Engel  -reguler. 









































Dalam pembahasan pada skripsi ini diperoleh kesimpulan 
bahwa suatu nil ideal dari ring strongly  -Engel  -reguler 
merupakan suatu ring strongly  -Engel  -reguler. Sebaliknya, jika 
nil ideal dari suatu ring   merupakan reguler, maka ring   
merupakan ring strongly  -Engel  -reguler. Diperoleh pula bahwa 
setiap ideal dari ring strongly  -Engel  -reguler merupakan strongly 
 -Engel  -reguler. 
 
1.2 Saran 
Adapun dalam skripsi ini, untuk penelitian lebih lanjut 
diharapkan dapat membahas lebih luas mengenai sifat-sifat dari ring 
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